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콘벡터와 콘벡터, 돔벡터와 돔벡터, 돔벡터와 콘벡터의 Ȕ내적ȕ 또는 Ȕ합의 크기ȕ의
최대·최소는 고정벡터가 없고, 두 벡터의 종점이 모두 움직이고 있기 때문에 앞서 다룬

것보다 더 복잡합니다. 그 중 두 벡터의 시점이 구 S의 중심으로 일치하고, 두 벡터의

종점이 각각 S 위의 점인 상황은 V여전히 어렵지만W그나마 다루기가 수월한 편입니다.
수능 고난도 문제에 자주 등장한 주제이므로 함께 다루어봅시다.
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그림과 같이 두 평면 α, β가 중심이 O이고 반지름이 r인 구 S와 만날 때, 구 S가 두

평면 α, β와 만나서 생기는 원을 각각 C1, C2라 하겠습니다. 이때 C1 위의 점 P와 C2

위의 점 Q에 대하여
#    «
OP,

#     «
OQ는 각각 콘벡터입니다. 이제 PQ의 최대·최소를 통하여

#    «
OP,

#     «
OQ의 Ȕ내적ȕ과 Ȕ합의 크기ȕ의 최대·최소를 구할 것입니다.SSSWSSSW단, α와 β가 평행한 경우

는 S 3.2)에서와 같이 콘

벡터를 높이벡터와 원벡

터로 쪼개면 쉽게 최대·

최소를 구할 수 있으므로

다루지 않습니다.

PQ로 최대·최소를 구하는 이유, 그리고 PQ의 범위

삼각형 POQ를 생각했을 때, B 3.3)에 따르면 PQ의 값은 다음과 같습니다.

PQ =
∣∣ #    «
PQ
∣∣ =

√
(

#     «
OQ − #    «

OP)2 =

√∣∣ #     «
OQ

∣∣2 − 2
(

#     «
OQ •

#    «
OP
)
+
∣∣ #    «
OP
∣∣2

=
√
2r2 − 2r2 cos θ

이식에서
#    «
OP와

#     «
OQ가이루는각의크기인 θ V0 ≤ θ ≤ πW가증가하면 cos θ가감소하고

−2r2 cos θ는 증가하므로
√
2r2 − 2r2 cos θ는 증가합니다. 따라서 θ가 증가하면 PQ

가 증가하고, θ가 감소하면 PQ가 감소하므로, θ의 최대·최소는 PQ의 최대·최소로

대신하여 생각할 수 있습니다.

그런데
#    «
OP •

#     «
OQ,

∣∣ #    «
OP +

#     «
OQ

∣∣는 각각 내적의 정의, Ȕ크기의 제곱ȕ에 의해 다음과
같습니다.

#    «
OP •

#     «
OQ =

∣∣ #    «
OP
∣∣∣∣ #     «
OQ

∣∣ cos θ = r2 cos θ

∣∣ #    «
OP +

#     «
OQ

∣∣ =
√∣∣ #    «

OP +
#     «
OQ

∣∣2 =
√

2r2 + 2r2 cos θ
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그러므로 θ가 최소이면 Ȕ내적ȕ과 Ȕ합의 크기ȕ는 모두 최대이고, θ가 최대이면 Ȕ내적ȕ과
Ȕ합의 크기ȕ는 모두 최소입니다. 따라서 PQ가 최소인 상황과 최대인 상황을 찾으면 그

상황은 각각 Ȕ내적ȕ과 Ȕ합의 크기ȕ가 최대인 상황과 최소인 상황이 되므로, PQ의 최대·
최소를 통하여 Ȕ내적ȕ과 Ȕ합의 크기ȕ의 최대·최소를 구할 수 있습니다.
만약 두 점 P, Q가 아무런 제약 없이 구 위를 움직인다면, PQ는 한 구 위의 두 점

사이의 거리입니다. 따라서 PQ의 범위는 0 ≤ PQ ≤ 2r입니다. PQ = 0일 때는 두

점이동일한점이므로 θ = 0이고, PQ = 2r일때는지름이므로 θ = π입니다. 그런데두

점 P, Q에 제약이 있다면, PQ의 최솟값과 최댓값이 각각 0, 2r가 아닐 수도 있으므로

최솟값을 m, 최댓값을 M이라 하면 PQ의 범위는 다음과 같습니다.

0 ≤ m ≤ PQ ≤ M ≤ 2r

이제 PQ의 범위를 이용하여 Ȕ내적ȕ과 Ȕ합의 크기ȕ의 최대·최소를 구해보도록 하겠습
니다.
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원 C1, C2의 중심을 각각 A, B라 할 때, C1과 C2가 만나거나 만나지 않는 두 가지의

경우가 있습니다.

PQ가 최대 VȔ내적ȕ. Ȕ합의 크기ȕ가 최소W

α와 평행하고 구의 중심과의 거리가 OA인 평면을 α′라 하고, β와 평행하고 구의

중심과의 거리가 OB인 평면을 β′라 하고, 구 S가 두 평면 α′, β′과 만나서 생기는 원을

각각 C3, C4라 할 때 다음과 같이 두 가지의 경우로 분류할 수 있습니다.

① C2가 C3과 만날 때
SSlW SSlW이때 C1도 C4와 만납니

다.
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1C 3C과(1) 은 O에 대하여 대칭

2C 4C와(2) 는 O에 대하여 대칭

그림과 같이 C2와 C3의 교점 중 하나를 Q로 잡고, C1과 C4의 교점 중 직선 OQ

위에 있는 점을 P로 잡으면 PQ가 구의 지름이 됩니다. 따라서 M = 2r입니다.
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② C2가 C3과 만나지 않을 때
SSkWSSkW이때 C1도 C4와 만나지

않습니다.
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1C 3C과(1) 은 O에 대하여 대칭

2C 4C와(2) 는 O에 대하여 대칭
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그림과 같이 C1 위의 점 중 β′과의 거리가 가장 작은 점을 PM이라 하고, C2 위의

점 중 α′과의 거리가 가장 작은 점을 QM이라 할 때, M = PMQM입니다.
SS:WSS:W 증명은 부록에 수록하였

습니다.

PQ가 최소 VȔ내적ȕ. Ȕ합의 크기ȕ가 최대W
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V�W C1과 C2가 만나는 경우
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V$W C1과 C2가 만나지 않는 경우

V�W와 같이 C1과 C2가 만나는 경우, P와 Q가 같은 점이 될 수 있습니다. 그러면

PQ = 0이므로 m = 0입니다.

V$W와같이 C1과 C2가만나지않는경우, P와 Q가같은점이될수없습니다. 이러한

상황에서는 두 평면 α, β의 교선 l에 대하여 O에서 l에 내린 수선의 발을 H라 하고,

AH와 원 C1이 만나는 점을 Pm, BH와 원 C2가 만나는 점을 Qm이라 할 때, P = Pm

이고 Q = Qm일 때 PQ가 최소입니다. 즉 m = PmQm입니다.
SS9WSS9W 증명은 부록에 수록하였

습니다.
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그림과 같이 두 평면 α, β가 중심이 O이고 반지름이 r인 구 S와 만날 때, 구 S가

두 평면 α, β와 만나서 생기는 원을 각각 C1, C2라 하겠습니다. 이때 C1을 밑면으로

하는 돔 위를 움직이는 점 P와 C2를 밑면으로 하는 돔 위를 움직이는 점 Q에 대하여
#    «
OP,

#     «
OQ는 각각 돔벡터입니다. 이제 PQ의 최대·최소를 통하여

#    «
OP,

#     «
OQ의 Ȕ내적ȕ

과 Ȕ합의 크기ȕ의 최대·최소를 구할 것입니다.SSfW SSfW PQ로 최대·최소를 구하
는 이유는 콘벡터에서와

동일하므로 생략합니다.
PQ가 최대 V내적, 합의 크기가 최소W

α와 평행하고 구의 중심과의 거리가 OA인 평면을 α′라 하고, β와 평행하고 구의

중심과의 거리가 OB인 평면을 β′라 하고, 구 S가 두 평면 α′, β′과 만나서 생기는 원을

각각 C3, C4라 하겠습니다. 원 C1  C4를 밑면으로 하는 돔을 각각 D1  D4라 할 때,

P, Q, P′, Q′은 각각 D1, D2, D3, D4 위를 움직입니다. 이때 다음과 같이 두 가지의

경우로 분류할 수 있습니다.

① D2가 D3과 만날 때
SSeW SSeW이때 D1도 D4와 만납니

다.
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와 이 만나서 생기는 도형2D 3D

과 가 만나서 생기는 도형1D 4D

V�WD2와 D3이 일부만 겹치는 경우
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와 이 만나서 생기는 도형2D 3D )2D(=

과 가 만나서 생기는 도형1D 4D )4D(=

V$WD2가 D3에 완전히 포함되는 경우

그림과 같이 D2와 D3이 만나는 점 중 하나를 Q로 잡고, D1과 D4의 교점 중 직선

OQ와 만나는 점을 P로 잡으면 PQ가 구의 지름이 됩니다. 따라서 M = 2r입니다.
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② D2가 D3과 만나지 않을 때
SS4WSS4W이때 D1도 D4와 만나지

않습니다.
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그림과 같이 D1 위의 점 중 β′과의 거리가 가장 작은 점을 PM이라 하고, D2 위의

점 중 α′과의 거리가 가장 작은 점을 QM이라 할 때, M = PMQM입니다.

PQ가 최소 V내적, 합의 크기가 최대W
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과 가 만나서 생기는 도형1D 2D

P = Q

V�WD1과 D2가 만나는 경우
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V$WD1과 D2가 만나지 않는 경우

V�W와 같이 D1과 D2가 만나는 경우, P와 Q가 같은 점이 될 수 있습니다. 그러면

PQ = 0이므로 m = 0입니다.

V$W와같이 D1과 D2가만나지않는경우, P와 Q가같은점이될수없습니다. 이러한

상황에서는 두 평면 α, β의 교선 l에 대하여 O에서 l에 내린 수선의 발을 H라 하고,

AH와 원 C1이 만나는 점을 Pm, BH와 원 C2가 만나는 점을 Qm이라 할 때, P = Pm

이고 Q = Qm일 때 PQ가 최소입니다. 즉 m = PmQm입니다.
SSOWSSOW 증명은 부록에 수록하였

습니다.

돔 대신 Ȕ돔의 밑면ȕ으로 생각하기 : 돔벡터 대신 콘벡터

돔의 위치관계는 Ȕ돔의 밑면ȕ의 위치관계로 바꾸어 생각할 수 있습니다. 밑면끼리
만나지 않으면 두 돔은 만나지 않고, 밑면끼리 한 점에서 만나면 두 돔은 한 점에서만

만나고, 밑면끼리 두 점에서 만나면 두 돔은 공통영역이 존재합니다.

이러한 위치관계를 고려했을 때, Ȕ돔벡터와 돔벡터ȕ는 돔 전체의 위치관계를 생각할
필요 없이 밑면 사이의 위치관계만 따지면 됩니다. 따라서 복잡하게 돔 전체를 그릴

필요없이밑면만그리면됩니다. 그러면결국 S 3.4.1) Ȕ콘벡터와콘벡터ȕ에서와동일한
방법임을 알 수 있습니다.SlzWSlzW Ȕ돔벡터의시점ȕ을시점으

로 하고, 종점이 Ȕ돔벡터
의 밑면ȕ을 움직이는 벡

터는 콘벡터이기 때문입

니다.
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돔벡터
#«
d와 콘벡터

#«
c 에 대하여

∣∣ #«
d +

#«
c
∣∣와 #«

d •
#«
c 의 최대·최소를 알아봅시다.

Ȕ돔벡터와 돔벡터ȕ에서 돔벡터 대신 콘벡터로 생각했듯이, Ȕ돔벡터와 콘벡터ȕ는 Ȕ콘벡
터와 콘벡터ȕ로 바꾸어 생각하면 편리합니다. Ȕ #«

d의 시점ȕ을 시점으로 하고, 종점이 Ȕ #«
d

가 나타내는 돔의 밑면ȕ을 움직이는 콘벡터를 #«
c1이라 하면 Ȕ

∣∣ #«
d +

#«
c
∣∣와 #«

d •
#«
c 의 최대·

최소ȕ는 Ȕ
∣∣ #«
c1 +

#«
c
∣∣와 #«

c1 •
#«
c 의 최대·최소ȕ와 동일하므로 S 3.4.1)을 이용하여 최대·

최소를 구하면 됩니다.


