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코바야시거리

1.1 포앙카레 거리

ℂ𝑛 의 𝐷 위에주어진기 로서 에
으 으로 같은 에서는 기 같다
어야 한다. 기 으로 가 기 가 거리 이 한

거리 는 다음과 같은 으로 어야 이다. 이 의
대상이 는 의 𝐷 위에 거리 𝜌𝐷가 정의 어야 𝐷1과 𝐷2가
ℂ𝑛의 의의 이 이 사이에 동형사상 (biholomophic map)

𝑓 ∶ 𝐷1 ⟶ 𝐷2

가 으 이 위에 정의된 거리 𝜌1과 𝜌2에 대 의 동형사
상은 등거리사상 (isometry)이 야 한다.( 𝜌1(𝑥, 𝑦) = 𝜌2(𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑦))이다.)
이 거리의 시 가 는 로서 단위원판 위에 정의된 포앙카레의 거리
가 다. 리가 는 이 원판 위에서의 이 원의

기의 이는 에 다 주지않으 로단위원판
된다. 이 단위 원판 Δ의 원 에 원판 위의 𝑃 , 𝑄 사이의
거리를 다음과 같이 정의한다.

Δ 에서정의 𝑃 , 𝑄를 는 (piecewise smooth)
에 대 이를 정의 자.

𝛾 ∶ [𝑎, 𝑏] ⟶ Δ

가 이 한 이 𝛾의 이를

Length(𝛾) = ∫
𝑏

𝑎
𝐹 (𝛾(𝑡))‖ ̇𝛾(𝑡)‖𝑑𝑡, 𝐹 (𝛾(𝑡)) = 1

1 − |𝛾(𝑡)|2

로 정의 이 한 𝛾에 대 Length(𝛾)의 한 (infimum) 𝑃 𝑄 사
이의 거리 𝜌(𝑃 , 𝑄) 정의한다. 이를 단위원판 위의 포앙카레 거리 한다.
이 거리는 리 서 다음과 같이 정의 다. 단위 원판 위에
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𝑧 = 𝑥 + √−1𝑦 에서의

𝑑𝑠2 = |𝑑𝑧|2

(1 − |𝑧|2)2 = 1
(1 − (𝑥2 + 𝑦2))2 (𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2)

주 이 리 은 포앙카레 거리를 정의한다 다. 이 포앙
카레 거리는 으로 다음과 같이 주어진다. 증 은 단 한 이다.

도움정리 1.1 Δ위에서 0에서 𝑟(< 1)까지의거리는다음과같이주어진다:

𝜌(0, 𝑟) = ∫
𝑟

0

1
1 − 𝑡2 𝑑𝑡 = 1

2 log 1 + 𝑟
1 − 𝑟 (1.1)

이 다음 정리가 한다.

정리 1.2 (슈바르츠 도움정리; Schwarz-Pick Lemma) 단위원판 Δ에서 정의된
자기자신으로의정칙사상은포앙카레거리를증가시키지않는다.

[증명] 이 정리의 증 은 다음 사 이 다.
|𝑓 ′(𝑧)|

1 − |𝑓(𝑧)|2 ≦ 1
1 − |𝑧|2

Δ 의 한 𝑎를 정

𝑔(𝑧) = 𝑧 + 𝑎
1 + ̄𝑎𝑧 , ℎ(𝑧) = 𝑧 − 𝑓(𝑎)

1 − 𝑓(𝑎)𝑧
정의 𝑔 ℎ는 0 𝑎로 𝑓(𝑎)를 0으로 는 단위 원판

위의 동형사상이다. 이 𝐹 = ℎ ∘ 𝑓 ∘ 𝑔 정의 𝐹는 Δ에서 Δ로의
사상이 𝐹 (0) = 0이다. 기서 𝐹 ′(0)를

𝐹 ′(0) = ℎ′(𝑓 (𝑎))𝑓 ′(𝑎)𝑔′(0) = 1 − |𝑎|2

1 − |𝑓(𝑎)|2 𝑓 ′(𝑎)

같다. 에서 바 의 정리로 |𝐹 ′(0)| ≦ 1이 로
|𝑓 ′(𝑎)|

1 − |𝑓(𝑎)|2 ≦ 1
1 − |𝑎|2

이다. 등 는 𝐹 ()가 동형사상 한다. □

따름정리 1.3 Δ의동형사상은포앙카레거리에대한등거리사상이다.
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의 를 𝑧 = 𝑥 + √−1𝑦 이 레
̄𝑧의

𝑑𝑧 = 𝑑𝑥 + √−1𝑑𝑦, 𝑑 ̄𝑧 = 𝑑𝑥 − √−1𝑑𝑦

정의한다. 이는 의 𝑑를 형이 한 이다.
에서의 는 이 의 대바 로 정의한

𝜕
𝜕𝑧 = 1

2 (
𝜕

𝜕𝑥 − √−1 𝜕
𝜕𝑦) , 𝜕

𝜕 ̄𝑧 = 1
2 (

𝜕
𝜕𝑥 + √−1 𝜕

𝜕𝑦)

의 으로 다. 이 한 의 에정의 는이
서 가 기 이 는

𝑑𝑧𝑑 ̄𝑧 = 1
2(𝑑𝑧 ⊗ 𝑑 ̄𝑧) = 𝑑𝑥 ⊗ 𝑑𝑥 + 𝑑𝑦 ⊗ 𝑑𝑦

이 기로 한다.
𝑈가 ℂ의 이 위에 정의된 서

𝑔 = 2𝑎(𝑧)𝑑𝑧𝑑 ̄𝑧

를 에르미트 계량(Hermitian metric)이 다. 기서 𝑎(𝑧) > 0는 𝑈 위에서
𝒞 ∞ 이다. 이 에 다 된 에 정의
자. 𝑈 위에 주어진 2 대 서 ℎ = 2𝑎(𝑧)𝑑𝑧𝑑 ̄𝑧에서 𝑎(𝑧)가 다음

ℎ를 𝑈 위의 에르미트 준계량(Hermitian pseudometric)이 한다:

(1) 𝑎(𝑧)는 이 𝑎(𝑧) ≧ 0이다.

(2) Zero(ℎ) = {𝑧 ∈ 𝑈 ∣ 𝑎(𝑧) = 0}는 𝑈 에서 이 (discrete) 이다.

(3) 𝑎(𝑧)는 𝑈 − Zero(ℎ) 위에서 𝒞 ∞ 이다.

기서 Zero(ℎ) = ∅이 ℎ는 에 이다. 서 에 은
에 의 한 이다. 를 어 𝑓(𝑧)가 𝑈 위에서 등 으로
0이 지는 않는 𝑎(𝑧) = |𝑓(𝑧)| 으 위의

로 ℎ = |𝑓(𝑧)|𝑑𝑧𝑑 ̄𝑧는 𝑈 위의 에 이 된다. 에
ℎ = 𝑎(𝑧)𝑑𝑧𝑑 ̄𝑧의 가우스 (Gauss)곡률 𝐾ℎ ∶ 𝑈 → [−∞, ∞)를 다음과 같이 정의한
다. 𝑧 ∈ Zero(ℎ)이 𝐾ℎ(𝑧) = −∞ 𝑧 ∈ 𝑈 − Zero(ℎ)이

𝐾ℎ(𝑧) = − 1
𝑎(𝑧)

𝜕2 log 𝑎(𝑧)
𝜕𝑧𝜕 ̄𝑧
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정의한다. 𝑤 = 𝑤(𝑧)가 ℂ의 에서의 이

ℎ = 𝑎(𝑧)𝑑𝑧𝑑 ̄𝑧 = 𝑏(𝑤)𝑑𝑤𝑑�̄�

다. 이 𝑎(𝑧) = 𝑏(𝑤(𝑧))|𝑑𝑤/𝑑𝑧|2이다. 이를

− 1
𝑎(𝑧)

𝜕2 log 𝑎(𝑧)
𝜕𝑧𝜕 ̄𝑧 = − 1

𝑏(𝑤)
𝜕2 log 𝑏(𝑤)

𝜕𝑤𝜕𝑤
는다. 은 에 의 지 않는 이다.

으로 거리 를 정의 는 과 가지 으로 𝑈 위의
에 는 ℎ에 대 𝑈 위의 거리를 (𝑧, 𝑤 ∈ 𝑈)에 대
𝑑ℎ(𝑧, 𝑤) 정의 다.

를 𝑟 > 0에 대 에서 정의한 Δ(𝑟) 위의 포앙카레

𝑔 = 4𝑟2𝑑𝑧𝑑 ̄𝑧/(𝑟2 − |𝑧|2)2

은 원판 Δ(𝑟) 위에서 에 이 된다. 이 이 주는 거리 가

𝑑𝑔(𝑧, 𝑤) = log 𝑟 + |𝛼|
𝑟 − |𝛼| , 𝛼 = 𝑟2(𝑤 − 𝑧)

𝑟2 − ̄𝑧𝑤
은 에서 단위원 의 거리 으로 바로 다. 이 의

가 𝐾𝑟(𝑧) 단한 에 의

𝐾𝑟(𝑧) = −1, 𝑧 ∈ Δ(𝑟)

다.
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