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코바야시거리

1.1 포앙카레 거리

ℂ𝑛 닋의뒣驇뎄데 𝐷 위에주어진기싛시떄듻髯뗳로서꩸꼏싷꺠시에ꅇ둃듇뚇
꾛 딋으ꖧꟷ� ꩸꼏 싷꺠떄으로 같은 뎄데ꉧ에서는 魻 기싛시떄 髯뗳ꅇ 같다驣
싣 꾛 딋어야 한다. 기싛시떄으로 가딨 기ꩻ떄듻 髯뗳가 거리髯뗳꓿ꟷ 이ꕯ한
거리髯뗳는 다음과 같은 꺴띋듇 싇꾛떄으로 香묗어야 싣 騆이다. 뜌� 이ꗣ의
대상이 ꆛ는 馄馄의 뎄데 𝐷 위에 거리髯뗳 𝜌𝐷가 정의ꆛ어야 싛ꟳ� 𝐷1과 𝐷2가
ℂ𝑛의 딇의의 뎄데이驣 이 ꇓ 뎄데 사이에 싷꺠동형사상 (biholomophic map)

𝑓 ∶ 𝐷1 ⟶ 𝐷2

가 딋으ꟷ 이 뎄데ꉧ 위에 정의된 거리싫꾛 𝜌1과 𝜌2에 대싛덯 닡의 싷꺠동형사
상은 등거리사상 (isometry)이꓿야 한다.(뜌� 𝜌1(𝑥, 𝑦) = 𝜌2(𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑦))이다.)
이ꕳ 거리의 시몋가 ꆛ는 뎋로서 단위원판 위에 정의된 포앙카레의 거리

髯뗳가 딋다. 됳리가 덳髯싛ꖧ는 ꠬떄이 원판 위에서의 ꩸꼏싫꾛ꗣ이꓿ꟷ 원의
뷯기의릫이는싷꺠시에ꩇ다꛻뎄쌨듇주지않으ꥃ로단위원판ꝏ듇깠馄싛덯ꅇ
된다. 이 ꋏ� 단위 원판 Δ의 뚔끯듇 원떓에 鼖驣� 원판 위의 ꇓ 떓 𝑃 , 𝑄 사이의
거리를 다음과 같이 정의한다.
ꞿ떃 Δ닋에서정의ꆛ驣ꇓ떓 𝑃 , 𝑄를딊는뗳馄ꝧ鷇ꕯ됷 (piecewise smooth)

驤꺣ꉧ에 대싛덯 鮻이를 정의싛자.

𝛾 ∶ [𝑎, 𝑏] ⟶ Δ

가 이ꕯ한 驤꺣이꓿ꟷ� 𝛾의 鮻이를

Length(𝛾) = ∫
𝑏

𝑎
𝐹 (𝛾(𝑡))‖ ̇𝛾(𝑡)‖𝑑𝑡, 𝐹 (𝛾(𝑡)) = 1

1 − |𝛾(𝑡)|2

로 정의싛驣� 이ꕯ한 ꠫ꉣ 𝛾에 대싛덯 Length(𝛾)의 싛한 (infimum)듇 𝑃돃 𝑄 사
이의 거리 𝜌(𝑃 , 𝑄)꓿驣 정의한다. 이를 단위원판 위의 포앙카레 거리꓿驣 한다.
이 거리는 리ꝏ驇ꕌ듇 냫서 다음과 같이 정의싣 꾛 딋다. 단위 원판 위에 馄 떓
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𝑧 = 𝑥 + √−1𝑦 에서의 驇ꕌ듇

𝑑𝑠2 = |𝑑𝑧|2

(1 − |𝑧|2)2 = 1
(1 − (𝑥2 + 𝑦2))2 (𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2)

꓿驣 주ꟷ 이 리ꝏ 驇ꕌ은 포앙카레 거리를 정의한다驣 ꩿ 꾛 딋다. 이 ꋏ 포앙
카레 거리는 髯먷떄으로 다음과 같이 주어진다. 증ꠈ은 단꾟한 驇긳이다.

도움정리 1.1 Δ위에서 0에서 𝑟(< 1)까지의거리는다음과같이주어진다:

𝜌(0, 𝑟) = ∫
𝑟

0

1
1 − 𝑡2 𝑑𝑡 = 1

2 log 1 + 𝑟
1 − 𝑟 (1.1)

이 ꋏ 다음 정리가 꺴Ꝁ한다.

정리 1.2 (슈바르츠 도움정리; Schwarz-Pick Lemma) 단위원판 Δ에서 정의된
자기자신으로의정칙사상은포앙카레거리를증가시키지않는다.

[증명] 이 정리의 증ꠈ은 다음 사끧ꝏ ꩷이ꟷ 묬꬇싛다.
|𝑓 ′(𝑧)|

1 − |𝑓(𝑧)|2 ≦ 1
1 − |𝑧|2

Δ 닋의 한떓 𝑎를 驣정싛驣

𝑔(𝑧) = 𝑧 + 𝑎
1 + ̄𝑎𝑧 , ℎ(𝑧) = 𝑧 − 𝑓(𝑎)

1 − 𝑓(𝑎)𝑧
꓿驣 정의싛ꟷ 𝑔돃 ℎ는 馄馄 0듇 𝑎로 ꩷鸷驣 𝑓(𝑎)를 0으로 ꩷鸷는 단위 원판
위의 싷꺠동형사상이다. 이 ꋏ 𝐹 = ℎ ∘ 𝑓 ∘ 𝑔꓿驣 정의싛ꟷ 𝐹는 Δ에서 Δ로의
싷꺠사상이ꟳ 𝐹 (0) = 0이다. 덯기서 𝐹 ′(0)를 驇긳싛덯 ꩷ꟷ

𝐹 ′(0) = ℎ′(𝑓 (𝑎))𝑓 ′(𝑎)𝑔′(0) = 1 − |𝑎|2

1 − |𝑓(𝑎)|2 𝑓 ′(𝑎)

돃 같다. ꩸꼏싫꾛ꗣ에서 뀋바꛷뮣의 ꅇ둃정리로 ꬃ뺳 |𝐹 ′(0)| ≦ 1이ꥃ로
|𝑓 ′(𝑎)|

1 − |𝑓(𝑎)|2 ≦ 1
1 − |𝑎|2

이다. ꎓ 등쎻는 𝐹돃 ()가 싷꺠동형사상듿 ꋏꝏ 꺴Ꝁ한다. □

따름정리 1.3 Δ의동형사상은포앙카레거리에대한등거리사상이다.
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꩸꼏셌ꟷ의똏쇟를 𝑧 = 𝑥 + √−1𝑦꓿驣鸛빃鸷ꟳ이똏쇟싫꾛돃魻벧레싫꾛
̄𝑧의 ꥻ꬇듇

𝑑𝑧 = 𝑑𝑥 + √−1𝑑𝑦, 𝑑 ̄𝑧 = 𝑑𝑥 − √−1𝑑𝑦

꓿驣 정의한다. 이는 끧꾛싫꾛의 ꥻ꬇ 𝑑를 ꩸꼏꺣형이 ꆛꅇꗠ 쏘딨한 騆이다.
꩸꼏셌ꟷ에서의 ꦬ쌨ꨤ뺳는 이 ꥻ꬇ꉧ의 낐대바빘ꨤ뺳로 정의한

𝜕
𝜕𝑧 = 1

2 (
𝜕

𝜕𝑥 − √−1 𝜕
𝜕𝑦) , 𝜕

𝜕 ̄𝑧 = 1
2 (

𝜕
𝜕𝑥 + √−1 𝜕

𝜕𝑦)

ꉧ의듿릫騳심으로鸛빃鸿꾛딋다. 이ꕯ한떔ꨤ뺳ꉧ의驸馇에정의ꆛ는이릫뻓
서 가됷ꃳ 기ꩻ이 ꆛ는 騆듇

𝑑𝑧𝑑 ̄𝑧 = 1
2(𝑑𝑧 ⊗ 𝑑 ̄𝑧) = 𝑑𝑥 ⊗ 𝑑𝑥 + 𝑑𝑦 ⊗ 𝑑𝑦

이꓿驣 鸛빃鸷기로 한다.
𝑈가 ℂ의 덷ꜳ 띔심듿 ꋏ 이 띔심 위에 정의된 뻓서

𝑔 = 2𝑎(𝑧)𝑑𝑧𝑑 ̄𝑧

를 에르미트 계량(Hermitian metric)이꓿ ꬃ꛻다. 덯기서 𝑎(𝑧) > 0는 𝑈 위에서
𝒞 ∞ 싫꾛이다. 이떟 에꛷ꥻ쀻 驇ꕌ꩷다 뗳鮋 듿ꦛ쏗된 에꛷ꥻ쀻 뚃驇ꕌ듇 정의
싛자. 𝑈 위에 주어진 2릫대믰뻓서 ℎ = 2𝑎(𝑧)𝑑𝑧𝑑 ̄𝑧에서 𝑎(𝑧)가 다음 꺻 뗳駷듇
ꝏ뗴싛ꟷ ℎ를 𝑈 위의 에르미트 준계량(Hermitian pseudometric)이꓿ 한다:

(1) 𝑎(𝑧)는 덳꼐듻 끧싫꾛이驣� 𝑎(𝑧) ≧ 0이다.

(2) Zero(ℎ) = {𝑧 ∈ 𝑈 ∣ 𝑎(𝑧) = 0}는 𝑈 닋에서 이긳 (discrete)띔심이다.

(3) 𝑎(𝑧)는 𝑈 − Zero(ℎ) 위에서 𝒞 ∞ 싫꾛이다.

덯기서 Zero(ℎ) = ∅이ꟷ ℎ는 ꢿꗣ 에꛷ꥻ쀻驇ꕌ이다. ꊳ꓿서 에꛷ꥻ쀻驇ꕌ은
에꛷ꥻ쀻 뚃驇ꕌ의 쀼ꩇ한 驀됳이다. 뎋를 ꉧ어 𝑓(𝑧)가 𝑈 위에서 싰등떄으로
0이 ꆛ지는 않는 싷꺠싫꾛듿 ꋏ� 𝑎(𝑧) = |𝑓(𝑧)|꓿ 딤으ꟷ 위의 꺻 뗳駷듇 ꝏ뗴
싛ꥃ로 ℎ = |𝑓(𝑧)|𝑑𝑧𝑑 ̄𝑧는 𝑈 위의 에꛷ꥻ쀻 뚃驇ꕌ이 된다. 에꛷ꥻ쀻 뚃驇ꕌ
ℎ = 𝑎(𝑧)𝑑𝑧𝑑 ̄𝑧의 가우스 (Gauss)곡률 𝐾ℎ ∶ 𝑈 → [−∞, ∞)를 다음과 같이 정의한
다. 𝑧 ∈ Zero(ℎ)이ꟷ 𝐾ℎ(𝑧) = −∞꓿ 싛驣� 𝑧 ∈ 𝑈 − Zero(ℎ)이ꟷ

𝐾ℎ(𝑧) = − 1
𝑎(𝑧)

𝜕2 log 𝑎(𝑧)
𝜕𝑧𝜕 ̄𝑧
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꓿ 정의한다. 𝑤 = 𝑤(𝑧)가 ℂ의 덷ꜳ띔심에서의 싷꺠떄 똏쇟ꩃ쏛이ꟷ

ℎ = 𝑎(𝑧)𝑑𝑧𝑑 ̄𝑧 = 𝑏(𝑤)𝑑𝑤𝑑𝑤̄

꓿驣 鸛빃鸿 꾛 딋다. 이 ꋏ 𝑎(𝑧) = 𝑏(𝑤(𝑧))|𝑑𝑤/𝑑𝑧|2이다. 이를 ꥻ꬇싛덯 ꩷ꟷ

− 1
𝑎(𝑧)

𝜕2 log 𝑎(𝑧)
𝜕𝑧𝜕 ̄𝑧 = − 1

𝑏(𝑤)
𝜕2 log 𝑏(𝑤)

𝜕𝑤𝜕𝑤
듇 댾는다. 뜌 驤ꛣ은 싷꺠떄 똏쇟에 의뗷싛지 않는 ꬋꩃ馟黓이다.

ꥻ꬇驇ꕌ으로ꬃ뺳 거리싫꾛를 정의싛는 騆과 ꝋ릯가지 ꦬꨘ으로 𝑈 위의
에꛷ꥻ쀻驇ꕌ ꎓ는 뚃驇ꕌ ℎ에 대싛덯ꅇ 𝑈 위의 거리를 (𝑧, 𝑤 ∈ 𝑈)에 대싛덯
𝑑ℎ(𝑧, 𝑤)꓿驣 정의싣 꾛 딋다.
뎋를 ꉧꟷ 끧꾛 𝑟 > 0에 대싛덯 닡에서 정의한 Δ(𝑟) 위의 포앙카레驇ꕌ

𝑔 = 4𝑟2𝑑𝑧𝑑 ̄𝑧/(𝑟2 − |𝑧|2)2

은 원판 Δ(𝑟) 위에서 에꛷ꥻ쀻 驇ꕌ이 된다. 이 驇ꕌ이 주는 거리싫꾛가

𝑑𝑔(𝑧, 𝑤) = log 𝑟 + |𝛼|
𝑟 − |𝛼| , 𝛼 = 𝑟2(𝑤 − 𝑧)

𝑟2 − ̄𝑧𝑤
딇은 닡에서 단위원ꦛ의 거리싫꾛 驇긳으로ꬃ뺳 바로 닏 꾛 딋다. 이 驇ꕌ의
가됳뀧驤ꛣ 𝐾𝑟(𝑧)ꅇ 馇단한 驇긳에 의싷

𝐾𝑟(𝑧) = −1, 𝑧 ∈ Δ(𝑟)

딇듇 닏 꾛 딋다.
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